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Ενότητα: «Επίλυση προβληµάτων στα Μαθηµατικά –
Mathematica – Παραδείγµατα»

Οδηγός χρήσης του Mathematica. 
∆ιδακτικές εφαρµογές σε θέµατα Μαθηµατικών και Θετικών 

Επιστηµών 

∆ιδάσκων: ∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος 

Το Mathematicaως γνωστικό εργαλείο
Το Mathematica είναι ένα µαθηµατικό πακέτο, το οποίο συνδυάζει τα χαρακτηριστικά 
(Κορρές, 2003 και Κορρές, 2007): 
α) ενός πακέτου συµβολικής άλγεβρας, εφόσον µπορεί να κάνει αλγεβρικές πράξεις, όπου 
το αποτέλεσµα µπορεί να περιέχει µία ή περισσότερες µεταβλητές, 
β) ενός εργαλείου οπτικοποίησης, εφόσον δίνει τη δυνατότητα για τη σχεδίαση γραφικών 
παραστάσεων στο επίπεδο και στο χώρο µε ευκολία, ταχύτητα και ακρίβεια, 
γ) ενός εργαλείου µοντελοποίησης συστηµάτων, εφόσον µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη 
δηµιουργία µοντέλων πραγµατικών καταστάσεων αλλά και θεωριών από διάφορους τοµείς 
των θετικών κυρίως επιστηµών και τη διερεύνηση τους µέσω στατικών και δυναµικών 
µεθόδων αναπαράστασης που επιτρέπουν την παρατήρηση της µεταβολής της 
συµπεριφοράς του µοντέλου ανάλογα µε τη µεταβολή των παραµέτρων, 
δ) ενός µικρόκοσµου, εφόσον είναι ένα εξερευνητικό µαθησιακό περιβάλλον για τις έννοιες 
των µαθηµατικών και των µαθηµάτων θετικών επιστηµών γενικότερα, µέσα στο οποίο ο 
µαθητευόµενος µπορεί να ασχοληθεί µε την κατασκευή και τον έλεγχο εσωτερικών 
διανοητικών µοντέλων, τα οποία στη συνέχεια µπορεί να τα αναπαραστήσει στο ίδιο 
περιβάλλον, έχοντας στη διάθεση του ένα ολοκληρωµένο συνδυασµό µικρόκοσµου–
εργαλείου µοντελοποίησης–εργαλείου οπτικοποίησης σε ένα µόνο εργαλείο και    
ε) µιας γλώσσας προγραµµατισµού, µε τις δοµές της ακολουθίας, της επιλογής και της 
επανάληψης όπως και την ύπαρξη και δυνατότητα ορισµού διαφόρων δοµών δεδοµένων. 
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Το Mathematica στην υποστήριξη ανακαλυπτικών και 
κατασκευαστικών προσεγγίσεων

Το Mathematica µπορεί να χρησιµοποιηθεί αποτελεσµατικά ως γνωστικό εργαλείο 
στην υποστήριξη ανακαλυπτικών – κατασκευαστικών προσεγγίσεων στη διδασκαλία 
των Μαθηµατικών και άλλων µαθηµάτων Θετικών Επιστηµών, εφόσον δίνει τη 
δυνατότητα: 
α) Να σχεδιάσουµε εύκολα και γρήγορα τη γραφική παράσταση οποιασδήποτε 
συνάρτησης ή καµπύλης στο επίπεδο, µέσω του τύπου της συνάρτησης ή της 
εξίσωσης της καµπύλης.
β) Να µελετήσουµε αναλυτικά τις γεωµετρικές ιδιότητες και τα γεωµετρικά µεγέθη
που αναφέρονται στις συναρτήσεις ή στις καµπύλες του επιπέδου είτε µέσω στατικών 
αναπαραστάσεων οι οποίες µπορούν να περιλαµβάνουν πολλαπλές καµπύλες στο ίδιο 
σχήµα, είτε µέσω δυναµικών αναπαραστάσεων και κίνησης (animation). 
γ) Να κάνουµε εύκολα, γρήγορα και µε µεγάλη ακρίβεια πολύπλοκους υπολογισµούς
αριθµητικούς ή αλγεβρικούς, οι οποίοι µπορούν να περιλαµβάνουν τόσο 
υπολογισµούς ορίων, παραγώγων και ολοκληρωµάτων, όπως και τη λύση εξισώσεων.
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Το Mathematica στην υποστήριξη ανακαλυπτικών και 
κατασκευαστικών προσεγγίσεων

Το Mathematica είναι ένα εύχρηστο εκπαιδευτικό εργαλείο, το οποίο δεν απαιτεί 
ιδιαίτερες γνώσεις προγραµµατισµού και επιτρέπει στους δασκάλους των 
Μαθηµατικών να οπτικοποιούν τις έννοιες των µαθηµατικών ούτως ώστε να µη 
φαντάζουν ξένες και απρόσιτες στους µαθητές. 
Να σχεδιάζουν και να υλοποιούν δραστηριότητες στις οποίες οι µαθητές θα µπορούν 
να αυτενεργούν και να πειραµατίζονται µε τον απ’ ευθείας χειρισµό των διαφόρων 
εννοιών και γεωµετρικών µεγεθών στα πλαίσια του λογισµικού, αναπτύσσοντας µε 
τον τρόπο αυτό, µία στάση εξερεύνησης και πειραµατισµού απέναντι στα 
µαθηµατικά. 
Επίσης να σχεδιάζουν και να υλοποιούν δραστηριότητες στις οποίες οι µαθητές θα 
µπορούν να διαµορφώνουν εικασίες σχετικά µε τα θέµατα που διαπραγµατεύονται, 
τις οποίες να ελέγχουν χρησιµοποιώντας το ίδιο το λογισµικό. Μ’ αυτόν τον τρόπο 
καλλιεργείται η διαισθητική σκέψη των µαθητών. 
Τέλος να ελέγχουν οι ίδιοι οι µαθητές, πειραµατικά, τα συµπεράσµατα τα οποία τους 
παρουσιάζει ο δάσκαλος, ούτως ώστε η αλήθεια να προκύπτει ως προϊόν 
διαπραγµάτευσης και συµφωνίας µεταξύ των µελών της τάξης. έχουµε µε τον τρόπο 
αυτό µία κοινωνική κατασκευή της γνώσης.
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Χειρισµός του Mathematica
Για να εκτελεστεί οποιαδήποτε εντολή πληκτρολογήσουµε ή να «φορτώσουµε» στη µνήµη 
οποιοδήποτε ορισµό πρέπει να πατήσουµε SHIFT και ENTER, ή αριθµητικό ENTER. 
Προτού εκτελεστεί οποιαδήποτε εντολή ή γίνει δεκτός οποιοσδήποτε ορισµός, γίνεται 
συντακτικός έλεγχος από το Mathematica. Στην περίπτωση που έχει γίνει λάθος στην 
σύνταξη κάποιας εντολής ή ορισµού, το πρόγραµµα εµφανίζει κατάλληλο µήνυµα, 
υπογραµµίζοντας το σηµείο στο οποίο έχει γίνει το λάθος.
Στη συνέχεια θα δούµε:

Το συµβολισµό των βασικών µαθηµατικών συµβόλων, πράξεων και αντικειµένων στο 
Mathematica. 
Πως µπορούµε να σχεδιάζουµε γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων µίας ή δύο 
µεταβλητών και καµπύλων στο επίπεδο και στο χώρο.
Πως µπορούµε να µελετάµε συναρτήσεις µέσω του πίνακα τιµών τους και της γραφικής 
απεικόνισης των σηµείων του πίνακα τιµών. 
Πως να δηµιουργούµε απλές εντολές ως υποπρογράµµατα.
Πως να φτιάχνουµε στατικές και δυναµικές αναπαραστάσεις της µεταβολής της 
γραφικής παράστασης ανάλογα µε τη µεταβολή των παραµέτρων του τύπου της 
συνάρτησης.

(Κορρές, 2007, Κυριαζής, Ψυχάρης & Κορρές, 2012, Wolfram, 1996, Gray, 1998 και 
Torrence & Torrence, 1999)
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Συµβολισµός στο Mathematica

Χρήση Παρένθεσης
Συνήθης 

Συµβολισµός
Συµβολισµός στο 

Mathematica
Σηµείο του ℜ 2 (x1, y1) {x1, y1} 

Οµαδοποίηση a ( b + c) a (b + c) ή a * (b + c)
Συνάρτηση f

εφαρµοσµένη σε µια 
µεταβλητή x

f(x) f[x]

Χρήση Ισότητας
Συνήθης 

Συµβολισµός
Συµβολισµός στο 

Mathematica
Ορισµός συνάρτησης

µίας µεταβλητής 
f(x) = έκφραση

του x
f[x_] := έκφραση του x

Αντικατάσταση x = α x = α

Παράσταση ή επίλυση 
εξίσωσης

α x + β y = γ
α x + β y = = γ  

ή  α * x + β * y = = γ
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Συµβολισµός στο Mathematica

Ο πολλαπλασιασµός συµβολίζεται µε ένα κενό ή έναν αστερίσκο *. 
Πολλές φορές είναι απαραίτητο να χρησιµοποιούµε τον αστερίσκο, όταν µία 
έκφραση πρόκειται να συνεχιστεί σε µία επόµενη γραµµή.
Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων (a1, a2) και (b1, b2) του R 2

συµβολίζεται µε ., δηλαδή 
{a1, a2}.{ b1, b2} 
και επιστρέφει την έκφραση: 
a1 b1 + a2 b2. 
Στο Mathematica, όπως στα συνήθη µαθηµατικά, οι συναρτήσεις 
διακρίνονται από τις τιµές τους. 
Η f είναι µία συνάρτηση της οποίας η τιµή στο x (το οποίο µπορεί να είναι 
είτε µία παράµετρος ή ένας αριθµός) είναι η f[x]. 
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Συµβολισµός στο Mathematica

Χρήση Συµβόλου Συνήθης Συµβολισµός
Συµβολισµός στο 

Mathematica
Παράγωγος συνάρτησης f ως 

προς µεταβλητή x
f '(x) f '[ x ]  ή  D[ f[x], x ]

Tιµή της παραγώγου µιας 
συνάρτησης f στο x = a

f '(a) f '[a]  ή  D[ f[x], x ] /. x –> a

∆εύτερη παράγωγος µιας 
συνάρτησης f ως προς µια 

µεταβλητή x
f' '(x) f ''[ x ]  ή  D[ f[x], {x, 2}]

Χρήση Συµβόλου
Συνήθης

Συµβολισµός
Συµβολισµός στο Mathematica

Αόριστο ολοκλήρωµα συνάρτησης 
f ως προς µεταβλητή x

Integrate[ f[x], x] ή 

Ορισµένο ολοκλήρωµα 
συνάρτησης f ως προς µεταβλητή 

x στο διάστηµα [a, b] 
Integrate[f[x], {x, a, b}] ή 

( )f x dx∫ ( )f x dx∫

( )
b

a
f x dx∫ ( )

b

a
f x dx∫
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Γραφική παράσταση πραγµατικής συνάρτησης πραγµατικής 
µεταβλητής 

Θεωρούµε µία πραγµατική συνάρτηση πραγµατικής µεταβλητής µε τύπο 
f(x) = έκφραση του x, όπου x ∈ (a, b). 
Η βασική εντολή για τη χάραξη της γραφικής παράστασης µιας πραγµατικής 
συνάρτησης µίας πραγµατικής µεταβλητής είναι η Plot. 
Η εντολή Plot συντάσσεται µε τους εξής τρόπους:
α) Plot[ f[x], {x, a, b}, επιλογές]
β) Plot[ f[x] // Evaluate, {x, a, b}, επιλογές]

Η διαφορά των δύο παραπάνω εντολών είναι η εξής: 
Χωρίς τη χρήση της εντολής //Evaluate, το πρόγραµµα αρχικά υπολογίζει 
ποιες τιµές του x από το διάστηµα (a, b) θα χρησιµοποιηθούν και στη 
συνέχεια εκτιµάει και υπολογίζει την τιµή της f σε καθεµιά από τις τιµές 
αυτές. 
Με τη χρήση της εντολής //Evaluate, το πρόγραµµα αρχικά εκτιµάει την f
δηµιουργώντας µία συµβολική έκφραση στα πλαίσια της µεταβλητής x και 
στη συνέχεια εκτιµάει αυτήν την έκφραση αριθµητικά για τις συγκεκριµένες 
τιµές του x που απαιτούνται για τη χάραξη της γραφικής παράστασης. 
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Επιλογές γραφικών

Οι επιλογές στην Plot µπορούν να περιλαµβάνουν:
1) Την εντολή AspectRatio, η οποία ορίζει την αναλογία ύψους–πλάτους του γραφήµατος. 
Η εντολή AspectRatio –> Automatic µας εξασφαλίζει ισότητα µονάδων στους δύο άξονες, 
δηλαδή ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων.
Η προκαθορισµένη τιµή (default) για την AspectRatio είναι 0.618, δηλαδή ο αντίστροφος 
του λεγόµενου «χρυσού λόγου» . 

2) Την εντολή Ticks, η οποία αναφέρεται στη διαγράµµιση των αξόνων.
Ειδικότερα η εντολή Ticks –> None αφαιρεί τη διαγράµµιση από τους άξονες. 
Η εντολή Ticks –> {Range[a, b, step1], Range[c, d, step2]} ορίζει τη διαγράµµιση στον 
άξονα x´x να είναι µεταξύ των a και b µε βήµα step1 και τη διαγράµµιση στον άξονα y΄y να 
είναι µεταξύ των c και d µε βήµα step2. 
Με την εντολή Ticks –> {Range[a, b, step1], Automatic} η διαγράµµιση στον άξονα y΄y
καθορίζεται αυτόµατα. 

3) Την εντολή Axes, µε την οποία καθορίζεται η ύπαρξη ή µη αξόνων.
Ειδικότερα η εντολή Axes –> None αφαιρεί τους άξονες. 
Η εντολή Axes –> {True, False} εµφανίζει τον άξονα x΄x και αφαιρεί τον άξονα y΄y.

10∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος



6

Επιλογές γραφικών

4) Την εντολή PlotRange, η οποία αναφέρεται στα σηµεία τα οποία πρόκειται να 
συµπεριληφθούν στην γραφική παράσταση. 
Ειδικότερα η εντολή PlotRange –> {{a, b}, {c, d}} καθορίζει ότι θα χαραχθεί το 
τµήµα του ίχνους της καµπύλης το οποίο βρίσκεται µεταξύ των ευθειών x = a, x = b
(ως προς τον άξονα x΄x) και y = c, y = d (ως προς τον άξονα y΄y). 
Η εντολή PlotRange –> All επιτρέπει τη χάραξη όλων των σηµείων του γραφήµατος. 
Με την εντολή PlotRange –> Automatic βρίσκεται η κατανοµή των τιµών των 
συντεταγµένων των σηµείων που εµφανίζονται στο γράφηµα και εξαιρούνται τα 
σηµεία εκείνα τα οποία βρίσκονται επαρκώς εκτός της κατανοµής. 
Η προκαθορισµένη τιµή (default) για την PlotRange είναι η PlotRange –> Automatic.  

5) Την εντολή PlotPoints, η οποία καθορίζει το πλήθος των σηµείων στα οποία πρόκειται 
να εκτιµηθεί η καµπύλη προκειµένου να χαραχθεί το γράφηµα του ίχνους της. 
Προκειµένου να έχουµε µεγαλύτερη ακρίβεια στη σχεδίαση, η καµπύλη θα πρέπει να 
εκτιµηθεί σε ένα µεγάλο αριθµό σηµείων. 

6) Την εντολή AxesLabel, η οποία καθορίζει τίτλους για τους άξονες. 
Ειδικότερα, η εντολή AxesLabel –> {τίτλος x–άξονα , τίτλος y–άξονα} αποδίδει 
τίτλους και στους δύο άξονες, ενώ η εντολή AxesLabel –> τίτλος, αποδίδει τίτλο 
µόνο στον κατακόρυφο άξονα. 
Η εντολή AxesLabel –> None αφαιρεί τους τίτλους από τους άξονες. 
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Επιλογές γραφικών

7) Την εντολή PlotStyle, η οποία καθορίζει το είδος των γραµµών ή των σηµείων που πρόκειται 
να σχεδιαστούν. Η εντολή PlotStyle µπορεί να περιλαµβάνει τις εξής παραµέτρους: 
Την παράµετρο Thickness[value1], η οποία καθορίζει το πάχος της γραµµής που σχεδιάζεται
ανάλογα µε την τιµή της value1. H παράµετρος value1 παίρνει τιµές στο [0, 1]. 
Την παράµετρο GrayLevel[value2], η οποία χρωµατίζει την καµπύλη στις αποχρώσεις του 
γκρι. Η παράµετρος value2 παίρνει τιµές στο [0, 1], µε GrayLevel[0] να αντιστοιχεί στο 
µαύρο και GrayLevel[1] να αντιστοιχεί στο άσπρο.
Την παράµετρο RGBColor[red, green, blue], η οποία χρωµατίζει την καµπύλη µε 
συνδυασµούς του κόκκινου, πράσινου και µπλε χρώµατος. Οι παράµετροι red, green, blue
παίρνουν τιµές στο [0, 1] και ο συσχετισµός τους καθορίζει την υφή του τελικού χρώµατος.
Την παράµετρο Hue[value] η οποία χρωµατίζει την καµπύλη ανάλογα µε την τιµή της value η 
οποία παίρνει τιµές στο [0,1].  Ενδεικτικά η επιλογή Hue[1] αντιστοιχεί στο κόκκινο, η 
επιλογή Hue[0.7] αντιστοιχεί στο µπλε και η επιλογή Hue[0.4] στο πράσινο. 
Η εντολή PlotStyle µπορεί να εµφανιστεί µε τις εξής µορφές:
α) PlotStyle –> παράµετρος, αν έχουµε µόνο µία παράµετρο,
β) PlotStyle –> {παράµετρος1, παράµετρος2, …}, αν έχουµε περισσότερες από µία 
παραµέτρους. 
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Επιλογές γραφικών

8) Την εντολή AxesOrigin, η οποία καθορίζει την αρχή των αξόνων, δηλαδή  το σηµείο 
τοµής των αξόνων που σχεδιάζονται. 
Ειδικότερα, η εντολή AxesOrigin –> {x, y} καθορίζει ότι το σηµείο τοµής των αξόνων 
είναι το σηµείο (x, y). 
Η εντολή AxesOrigin –> Automatic χρησιµοποιεί έναν εσωτερικό αλγόριθµο για τον 
προσδιορισµό του σηµείου τοµής των αξόνων. Αν το σηµείο (0, 0) βρίσκεται µέσα ή 
κοντά στην περιοχή που σχεδιάζεται τότε συνήθως επιλέγεται αυτό ως η αρχή των 
αξόνων.   

9) Την εντολή DefaultFont, η οποία καθορίζει τη γραµµατοσειρά και το µέγεθος της 
γραµµατοσειράς, τα οποία θα χρησιµοποιηθούν στη διαγράµµιση των αξόνων και 
στους τίτλους των αξόνων ή του γραφήµατος. 
Ειδικότερα η επιλογή DefaultFont –> {"Times", 13} καθορίζει η γραµµατοσειρά στους 
άξονες και στους τίτλους αξόνων και γραφήµατος να είναι η "Times New Roman" και 
το µέγεθος της γραµµατοσειράς 13 στ. 
H εντολή DefaultFont δεν ισχύει στις νεότερες εκδόσεις του Mathematica (όπως η 
έκδοση 10).
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Χάραξη περισσότερων από µίας γραφικών παραστάσεων στο 
ίδιο γράφηµα

Για τη χάραξη περισσότερων από µίας γραφικών παραστάσεων στο ίδιο γράφηµα:
(Ι) Για να σχεδιάσουµε στο ίδιο γράφηµα δύο συναρτήσεις f, g: (a, b) → R, µε το ίδιο πεδίο 
ορισµού, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την Plot µε την εξής σύνταξη: 
Plot[ {f[x], g[x]} //Evaluate, {x, a, b}, επιλογές]
Οι περισσότερες επιλογές στην παραπάνω εντολή είναι οι ίδιες µε τις επιλογές της 
συνήθους σύνταξης της εντολής.
Η επιλογή που διαφέρει είναι η PlotStyle, η οποία συντάσσεται: 
α) Αν έχουµε µία παράµετρο για την κάθε συνάρτηση: 
PlotStyle –> {παράµετρος συνάρτησης f, παράµετρος συνάρτησης g}
β) Αν έχουµε περισσότερες από µία παραµέτρους για την κάθε καµπύλη:
PlotStyle –> {{παράµετρος1 της f, παράµετρος2 της f, …}, {παράµετρος1 της g, 
παράµετρος2 της g, …}}

(ΙΙ) Για να σχεδιάσουµε δύο πραγµατικές συναρτήσεις πραγµατικής µεταβλητής: f: (a, b) 
→ R και g: (c, d) → R οι οποίες δεν έχουν απαραίτητα το ίδιο πεδίο ορισµού, στο ίδιο 
γράφηµα, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την εντολή Show.
Η εντολή Show συντάσσεται ως εξής:
Show[αντικείµενο1, αντικείµενο2, …, επιλογές]

14∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος
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Χάραξη περισσότερων από µίας γραφικών παραστάσεων στο 
ίδιο γράφηµα

Τα αντικείµενα που εµφανίζονται στην εντολή Show µπορούν να είναι είτε 
διανύσµατα ή γραφικές παραστάσεις καµπύλων ή συναρτήσεων στο επίπεδο. 
Οι επιλογές που εµφανίζονται στην εντολή Show είναι οι ίδιες µε τις επιλογές της 
εντολής Plot, µε διαφορές στις προκαθορισµένες τιµές (default) των εντολών. 
Για παράδειγµα η προκαθορισµένη τιµή για την εντολή Axes στην Show είναι 
Axes –> False.
Ειδικότερα για τις συναρτήσεις f και g χρησιµοποιούµε τις εντολές:         
p = Plot[ f[x] //Evaluate, {x, a, b}, επιλογές]
q = Plot[ g[x] //Evaluate, {x, c, d}, επιλογές]
Show[p, q, …, επιλογές]
Η αντικατάσταση των γραφηµάτων των δύο καµπύλων µε p και q αντίστοιχα, µας 
επιτρέπει να χρησιµοποιούµε τα εν λόγω γραφήµατα ως αντικείµενα, στα οποία 
αναφερόµαστε µε τα ονόµατα p και q.

15∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Χάραξη περισσότερων από µίας γραφικών παραστάσεων στο 
ίδιο γράφηµα

(ΙΙΙ) Για να σχεδιάσουµε στο ίδιο γράφηµα τo ίχνoς µιας συνάρτησης f [n]: (a, b) → R
για διαφορετικές τιµές κάποιας παραµέτρου n της συνάρτησης, χρησιµοποιούµε την 
εντολή Table σε συνδυασµό µε την Plot. 
Η σύνταξη της εντολής είναι: 
Plot[Table[ f[n][x], {n, n1, n2, step}] //Evaluate, {x, a, b}, επιλογές]
Η παραπάνω εντολή σηµαίνει: «Σχεδίασε τις γραφικές παραστάσεις f[n], µε n να 
παίρνει τιµές από n1 έως n2 µε βήµα step, για x ∈ (a, b)». 
Η παραπάνω αναπαράσταση είναι µία «στατική» αναπαράσταση της µεταβολής της 
γραφικής παράστασης της f(x), καθώς µεταβάλλεται η παράµετρος n. 
Μία «δυναµική» αναπαράσταση της µεταβολής αυτής µπορεί να γίνει µε τη χρήση 
των εντολών: 

Do [έκφραση που περιέχει µία παράµετρο, {παράµετρος n, n1, n2, step}]
στις παλαιότερες εκδόσεις του Mathematica (όπως εκδόσεις 4 και 5). 
Manipulate [έκφραση που περιέχει µία παράµετρο, {παράµετρος n, n1, n2, step}]
στις νεότερες εκδόσεις του Mathematica (όπως η έκδοση 10).
Η τελευταία εντολή δηµιουργεί ένα γραφικό περιβάλλον αλληλεπίδρασης µε το 
χρήστη, όπου µετακινώντας έναν επιλογέα τιµών (slider) για την παράµετρο, 
τροποποιείται αυτόµατα το γράφηµα. 

16∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος
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Χάραξη γραφικής παράστασης καµπύλης στο επίπεδο και 
στο χώρο 

Θεωρούµε µία καµπύλη του επιπέδου µε παραµετρική εξίσωση alpha(t) = (a1(t), a2(t)), t 
∈ (a, b). 
Αρχικά ορίζεται  η καµπύλη alpha:
alpha[t_] := {a1[t], a2[t]}.
Η βασική εντολή για τη χάραξη του ίχνους µιας καµπύλης του επιπέδου, η οποία 
δίνεται µέσω της παραµετρικής µορφής της είναι η ParametricPlot.
Η εντολή ParametricPlot συντάσσεται µε τους εξής τρόπους:
ParametricPlot[alpha[t], {t, a, b}, επιλογές]
ParametricPlot[alpha[t] //Evaluate, {t, a, b}, επιλογές]
Οι επιλογές στην εντολή ParametricPlot χωρίζονται µεταξύ τους µε κόµµατα και είναι 
οι ίδιες µε τις επιλογές της εντολής Plot.
Η βασική εντολή για τη χάραξη του ίχνους µιας καµπύλης του χώρου, η οποία δίνεται 
µέσω της παραµετρικής µορφής της είναι η ParametricPlot3D.
Οι επιλογές στην εντολή ParametricPlot3D χωρίζονται µεταξύ τους µε κόµµατα και 
είναι ίδιες ή αντίστοιχες µε τις επιλογές της εντολής Plot,  
εκτός από την εντολή για την εµφάνιση του γραφήµατος PlotStyle, η οποία δεν ισχύει.

17∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Μελέτη συναρτήσεων – Πίνακας τιµών συνάρτησης και γραφική 
απεικόνιση σηµείων

Η βασική εντολή για τον πίνακα τιµών µιας συνάρτησης είναι:
Table[{x, f[x]}, {x, a, b, step}]
Ο πίνακας τιµών µπορεί να πάρει την «παραδοσιακή» µορφή που χρησιµοποιούµε στα 
Μαθηµατικά µε τη χρήση της εντολής TableForm:
TableForm[ Table[{x, f[x]}, {x, a, b, step}], TableHeadings –> {None, {"x", "f(x)"}}, 
TableAlignments –> Right, TableDirections –> Row]
Η γραφική παράσταση του πίνακα τιµών σ’ ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων γίνεται 
µε τη χρήση της εντολής ListPlot: 
ListPlot[ Table[{x, f[x]}, {x, a, b, step}], επιλογές ]
Μπορούµε να «πυκνώσουµε» σταδιακά τα σηµεία στην γραφική παράσταση µειώνοντας το 
βήµα (step) στη σύνταξη της Table. Στη συνέχεια µε τη χρήση της επιλογής PlotJoined –> 
True ενώνουµε τα σηµεία ώστε να προκύψει µία συνεχής γραµµή. 
Με αντίστοιχο τρόπο  µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα πίνακα τιµών για διάφορες 
συναρτήσεις (ή τιµές των παραµέτρων συνάρτησης): 
TableForm[Table[{x, f[x] , g[x], h[x]},{x, a, b, step}], TableHeadings –> {None, {"x", "f(x)", 
"g(x)", "h(x)"}}, TableDirections –> Row, TableAlignments –> Right]

18∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος
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Υποπρογράµµατα στο Mathematica

Μπορούµε να µελετήσουµε τις συναρτήσεις, δηµιουργώντας υποπρογράµµατα στο 
Mathematica, µέσω των οποίων δηµιουργούµε τον πίνακα τιµών συνάρτησης και 
απεικονίζουµε τα σηµεία του πίνακα τιµών σε ένα σύστηµα αξόνων.  
∆ηµιουργούµε τα υποπρογράµµατα ως εξής:
pinakastimon[f_,{a_,b_,step_}] := 
TableForm[Table[{x, f[x]}, {x, a, b, step}],TableHeadings –> {None,{"x", "f(x)"}},
TableAlignments –> Right, TableDirections –> Row]

sxediasepinaka[f_, {a_ ,b_ ,step_}, {color_, enosi_}] :=
ListPlot[Table[{x, f[x]}, {x, a, b, step}],  
PlotStyle –> {If[enosi==True, Thickness[0.015], AbsolutePointSize[4]], color},  
PlotJoined –> If[enosi==True, True, False], AspectRatio –> Automatic,
Ticks –> {Range[a, b, 1], Range[Min[Table[f[x], {x, a, b}]], Max[Table[f[x], {x, a, 
b}]], 1]}]

Στη συνέχεια αφού ορίσουµε µία συνάρτηση f καλούµε τα υποπρογράµµατα ως απλές 
εντολές: 
pinakastimon[ f, {a, b, step}]  
sxediasepinaka[ f, {a, b, step}, {color, enosi}] 

19∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Γραφικό περιβάλλον στις νεότερες εκδόσεις του 
Mathematica

Αντίστοιχα µε τον ορισµό 
υποπρογραµµάτων, µε τα 
οποία µπορούµε 
δηµιουργήσουµε απλές εντολές 
για χρήση από τους µαθητές, 
µπορούµε να δηµιουργήσουµε 
επιλογείς τιµών (sliders), µε τη 
χρήση της εντολής Manipulate 
στις νεότερες εκδόσεις του 
Mathematica:

http://demonstrations.wolfram.
com/SpinningOutSineAndCosin
e/
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Παραδείγµατα ηλεκτρονικών φύλλων εργασίας στο 
Mathematica

Παρακάτω παρουσιάζονται παραδείγµατα ηλεκτρονικών φύλλων εργασίας 
στο Mathematica.
Στα ηλεκτρονικά φύλλα εργασίας, η εντολή για τη «δυναµική» µεταβολή 
γραφήµατος αντίστοιχα µε τη µεταβολή των παραµέτρων που έχει 
χρησιµοποιηθεί είναι:
Do [έκφραση που περιέχει µία παράµετρο, {παράµετρος n, n1, n2, step}]
η οποία ισχύει στις παλαιότερες εκδόσεις του Mathematica (όπως εκδόσεις 4
και 5). 
Αν «τρέξει» κανείς τα παραπάνω φύλλα εργασίας σε κάποια νεότερη έκδοση, 
πρέπει να αντικαταστήσει την παραπάνω εντολή µε την εντολή: 
Manipulate [έκφραση που περιέχει µία παράµετρο, {παράµετρος n, n1, n2, 
step}]
η οποία ισχύει στις νεότερες εκδόσεις του Mathematica (όπως η έκδοση 10).

∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος 21

22∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
Γυµνασίου
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23∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
Γυµνασίου

24∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
Γυµνασίου
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
Γυµνασίου
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Γυµνασίου
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
Γυµνασίου
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
Γυµνασίου
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
Γυµνασίου
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
Γυµνασίου
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στις γραµµικές συναρτήσεις Γ΄ 
Γυµνασίου
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33∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στη µελέτη συνάρτησης Α΄ Λυκείου
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στη µελέτη συνάρτησης Α΄ Λυκείου
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στη µελέτη συνάρτησης Α΄ Λυκείου

36∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στη µελέτη συνάρτησης Α΄ Λυκείου



19

37∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στη µελέτη συνάρτησης Α΄ Λυκείου

38∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στη µελέτη συνάρτησης Α΄ Λυκείου



21

41∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος

Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στη µελέτη συνάρτησης Α΄ Λυκείου

42∆ρ Κορρές Κωνσταντίνος
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Ηλεκτρονικό φύλλο εργασίας στη µελέτη συνάρτησης Α΄ Λυκείου
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